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Willkommen im MiMa!
Im mathematischen Teil der Ausstellung ist Anfassen aus-
drücklich erwünscht! Entdecken Sie mathematische Zu-
sammenhänge, indem Sie mit den Exponaten experimen-
tieren.

Erstellen Sie Ornamente, entwerfen Sie gekrümmte Flächen 
im Raum, erzeugen Sie eigene Kristallformen oder fliegen 
Sie durch ein unendlich großes Kristallgitter. Die Symme-
trie, eine mathematische Grundeigenschaft von Kristallen,  
werden Sie in vielen Exponaten wiederfinden. Wir zeigen Ih-
nen Objekte mit zweidimensionalen, drei dimensionalen und 
sogar vierdimensionalen Symmetrien. Außerdem werden Sie 
Bilder aus verschiedensten Bereichen der Mathematik sehen, 
von der algebraischen Geometrie und Differentialgeometrie 
bis hin zu dynamischen Systemen und Quasikristallen.

Die Exponate wurden von Mathematikerinnen und Mathema-
tikern aus der ganzen Welt entwickelt. Viele Programme, die 
Sie im Museum finden, können Sie auch zu Hause verwenden. 
Entsprechende Hinweise und Links finden Sie in diesem Heft. 

Viel Spaß auf Ihrer Entdeckungsreise durch die Wunderwelt 
der Mineralien und der Mathematik!
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1 Skulpturen
In der Vitrine finden Sie 3D-Drucke platonischer, archime- 
discher und catalanischer Körper. Das sind dreidimen- 
sionale symmetrische Figuren, die für die Kristallographie 
eine wichtige Rolle spielen. Außerdem zeigen wir Ihnen 
platonische Sterne. Auf der untersten Ebene finden Sie die 
Projektion eines vierdimensionalen Dodekaeders in den 
dreidimensionalen Raum.

Platonische Körper
Platonische Körper sind vollkommen regelmäßige, konvexe 
Körper, deren Oberflächen aus gleich großen, gleichseitigen 
und gleichwinkligen Vielecken bestehen. In jeder Ecke trifft die 
gleiche Anzahl von Vielecken zusammen. 

Von diesen Körpern gibt es nur fünf verschiedene: Tetraeder, 
Hexaeder (Würfel, Kubus), Oktaeder, Dodekaeder und Ikosae-
der. Ihre Eigenschaften wurden bereits in der Antike studiert. 
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Der griechische Philosoph Platon, nach dem die Körper be-
nannt sind, beschrieb sie ausführlich in seinem Werk Timaios. 

In der Kristallographie spielen die platonischen Körper eine 
wichtige Rolle, weil die Kristalle einiger Mineralien exakte He-
xaeder oder Oktaeder bilden oder fast exakte Tetraeder und 
Dodekaeder. 

Archimedische Körper
Die Oberflächen der 13 archimedischen Körper bestehen aus  
unterschiedlichen gleichseitigen und gleichwinkligen Viel-
ecken. In jeder Ecke trifft die gleiche Anzahl von Vielecken 
zusammen. Archimedische Körper können zum Beispiel aus 
den platonischen Körpern konstruiert werden, indem man die 
Ecken der platonischen Körper so abschneidet, dass an jeder 
Ecke ein regelmäßiges Vieleck entsteht. In der Natur treten vie-
le archimedische Körper ebenfalls als Kristallformen auf.

Ein ganz bestimmter archimedischer Körper ist Ihnen wahr-
scheinlich bereits bekannt: Will ein Schuster einen Fußball 
nähen, so nimmt er dazu zwölf regelmäßige Fünfecke und 
zwanzig regelmäßige Sechsecke. An drei der Kanten eines 
Sechsecks näht er ein anderes Sechseck, an den anderen drei 
Kanten nimmt er statt dessen jeweils ein Fünfeck. Mathema-
tisch nennt man das einen Ikosaederstumpf. Wenn man von 
einem Ikosaeder die Ecken abschneidet, ensteht genau diese 
Form. Probieren Sie es an der Station „Mathematik und Minera-
lien” mit dem Programm „Polyeder basteln” selbst aus!

Catalanische Körper
Nimmt man die Mittelpunkte von den Seitenflächen der archi-
medischen Körper und verbindet sie, dann erhält man jeweils 
einen catalanischen oder dual-archimedischen Körper. Alle 
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Seitenflächen der catalanischen Körper sind deckungsgleich 
zueinander, aber sie sind nicht regelmäßig. Ihre Seitenlängen 
sind unterschiedlich. Es verhält sich also genau umgekehrt wie 
bei den archimedischen Körpern.

Auch die catalanischen Körper sind sehr wichtig für die Kris-
tallographie. Das Rhombendodekaeder ist zum Beispiel eine 
typische Kristallform. Sie kommt bei Mineralien der Granat-
gruppe vor.

Platonische Sterne
Mathematiker der Universität Wien berechneten die Formeln 
von algebraischen Flächen mit dem passenden Namen „Plato-
nische Sterne“. Besondere Spitzen, bei Mathematikern unter 
dem Namen A2-Singularität bekannt, kommen in ihnen jeweils 
genau in den Ecken eines platonischen Körpers zu liegen. Der 
Hexaederstern hat also, wie der Würfel, acht Spitzen. Und wie 
den Würfel kann man ihn auf 24 verschiedene Arten drehen, 
ohne dass Ausgangslage und Ergebnis voneinander unter-
scheidbar sind. Platonische Sterne gehorchen damit densel-
ben Regeln der Symmetrie wie die platonischen Körper.

Danksagung
Die platonischen Körper wurden von der Augsburger Firma  
Voxeljet Technology dreidimensional aus Kunststoff ausge-
druckt. 

Die archimedischen und catalanischen Körper wurden von Dr. 
Oliver Labs erstellt. 

Die Idee zu den platonischen Sternen stammt von Prof. Dr. 
Herwig Hauser und seinem Team an der Universität Wien. Die 
Gleichungen wurden unter anderen von Alexandra Fritz, einer 
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österreichischen Mathematikerin, gefunden. Die 3D-Daten hat 
das Institut Forwiss der Universität Passau für das MiMa er-
stellt. Die Skulpturen wurden schließlich von der Firma Voxel-
jet Technology gedruckt.

2 Mathematik und Mineralien
An dieser Station finden Sie eine Sammlung von Program-
men, mit denen Sie verschiedene Experimente zur Kristal-
lographie durchführen können.

2a Kristallflüge
Fliegen Sie durch virtuelle Atomgitter von Kristallen und 
durch vierdimensionale Räume. Als wären Sie ein Pilot in 
einem Nano-Jet können Sie dadurch den Aufbau der Gitter 
von innen erkunden.

Aktivitäten
Wählen Sie einen von mehreren 3D-Flügen aus. Drei der vor-
handenen Flüge bilden die atomare Struktur von Kristallen ab: 
Fluorit, Quartz und Diamant. Tippen Sie auf eines der Symbole, 
setzen Sie eine 3D-Brille auf und schon geht’s los.

Der Hebel rechts unten erlaubt es Ihnen, die Geschwindigkeit 
des Flugs einzustellen. Die Flugrichtung können sie beeinflus-
sen, indem Sie mit der Hand über die Projektionsfläche fahren. 
Mit dem „X“-Knopf können Sie die Flüge wieder schließen und 
gelangen zurück in das Hauptmenü. 

Natürlich sehen die Atome in Wirklichkeit nicht wie farbige Ku-
geln aus, die mit Stäben verbunden sind. Das ist nur ein ein-
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faches Modell. Dadurch ist jedoch gut zu erkennen, dass die 
Atome in einer gitterartigen Struktur angeordnet sind und sich 
ihre Anordnung in einer konstanten Richtung permanent wie-
derholt. Durch verschiedene Flugrichtungen können Sie auch 
gut die Symmetrieebenen der Kristalle erforschen.

Der vierte Flug ist eine mathematische Besonderheit. Es 
handelt sich um einen vierdimensionalen Raum aus 120 
dreidimensionalen Dodekaedern. Der Raum ist in sich ge-
schlossen, das heißt, er hat keinen Rand. Wenn man an ei-
nem Ende hinausfliegt, kommt man automatisch an der 
gegenüberliegenden Seite wieder hinein.  Man kann sich 
das ähnlich vorstellen, wie wenn man auf einer Kugel- 
oberfläche immer in eine Richtung geht: Irgendwann kommt 
man automatisch wieder zur selben Stelle.

Danksagung
Die Kristallflüge wurden von Dr. Jeff Weeks speziell für das 
MiMa geplant und programmiert. Sie basieren auf seinem frei-
en Programm Crystal Flight, das im Internet kostenlos erhält-
lich ist.

Für weitere Nachforschungen
www.geometrygames.org
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2b Polyeder
Polyeder sind Körper, die ausschließlich von geraden Flä-
chen begrenzt sind. Sie sind für die Kristallographie wich-
tig, weil Kristallformen häufig Polyeder bilden.

Im Programm Platonische Körper lernen Sie fünf ganz be-
sondere Polyeder näher kennen. Platonische Körper sind voll-
kommen regelmäßige, konvexe Körper, deren Oberflächen aus 
gleich großen, gleichseitigen und gleichwinkligen Vielecken 
bestehen. In jeder Ecke trifft die gleiche Anzahl von Vielecken 
zusammen. Das Programm ermöglicht Ihnen, die Körper inein-
ander zu schachteln. Der Innerste und der Äußerste können je-
weils wieder entfernt werden. Welche Beziehungen zwischen 
den Körpern können Sie dadurch erkennen?

Das Programm Polyeder basteln ermöglicht es Ihnen, ausge-
hend von den Platonischen Körpern, neue Polyeder zu erzeu-
gen. Schneiden Sie beispielsweise virtuell die Ecken ab oder 
ziehen Sie die Flächenmittelpunkte heraus. Durch Antippen 
des Zauberstabs übernehmen Sie das aktuelle Objekt als neu-
en Ausgangspunkt für die Verformungen.

Auch im Programm Auffaltung geht es um Platonische Kör-
per. Hier können Sie sich anschauen, wie ein Faltbogen des je-
weiligen Körpers aussehen müsste.

Im Programm Archimedische Körper lernen Sie eine wei-
tere Klasse besonderer Polyeder kennen. Sie bestehen aus  
unterschiedlichen gleichseitigen und gleichwinkligen Viel-
ecken. In jeder Ecke trifft die gleiche Anzahl von Vielecken zu-
sammen. In diesem Programm können Sie sich anschauen, wie 
aus einem platonischen Körper ein archimedischer Körper ge-
formt werden kann.
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2c Kristallstrukturen
Mit bestimmten Körpern kann man allein durch verschobene 
Kopien den dreidimensionalen Raum nahtlos ausfüllen. Man 
nennt solche Körper Packungspolytope. Im Programm Kris-
tallpackungen kann man dies für fünf wichtige Repräsen-
tanten ausprobieren. Die gewonnenen Strukturen bilden die 
Grundlage für die Atomanordnungen in Kristallen.

Im Programm Kristallfraktale können Sie großräumige Struk-
turen mit fraktalen Eigenschaften erzeugen. Dabei werden an 
die Ecken eines Körpers verkleinerte Kopien des gleichen Kör-
pers gesetzt. Fährt man iterativ fort, ergeben sich je nach Aus-
gangskörper verschiedene Strukturen. Im Falle des Tetraeders 
entsteht ein sehr bekanntes Fraktal: das Sierpinski Tetraeder.

Ein wesentliches Element zum Verständnis von Kristallwachs-
tum ist die Richtung der möglichen Begrenzungsebenen. Be-
dingt durch die Anordnung der Atome im Kristallgitter bilden 
sich bevorzugt Richtungen aus, die bezüglich der Gitterstruk-
tur symmetrisch liegen. Bei kubischen Kristallgittern sind dies 
bevorzugt die Facettenrichtungen von Würfeln, Oktaedern 
oder Rhombododekaedern. Schneidet man diese Körper, so 
erhält man sehr realistische Kristallformen. Dies können Sie im 
Programm Durchschnitte genauer betrachten.

Im Programm Kristallbetrachter können Sie für einige ausge-
wählte Kristallsymmetrietypen durch Abschleifen von Facet-
ten realistisch aussehende Kristallformen erzeugen.
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2d Atomgitter
Von besonderer mathematischer Bedeutung ist die Struktur 
des „Orangenstapels im Supermarkt”. Sie ist die Kugelpackung 
mit der beweisbar höchsten Dichte. Nicht zufällig kommt sie 
oftmals als Atomanordnung in kristallinen Strukturen vor. Im 
Programm Kugelpackung kann man diese Packung betrach-
ten, sowie einige Teilstrukturen sichtbar machen.

Die Atome in Kristallgittern haben sehr reguläre Anordnungen. 
Im Programm Atomgitter kann man einige dieser typischen 
Gitterstrukturen betrachten und untersuchen.

2e Strukturbildung 
In Mineralien findet man oftmals Einschlüsse einer Substanz in 
einem Stein, die wie kleine „Bäumchen” aussehen. Das Wachs-
tum solcher Strukturen kann man durch Diffusion und Anlage-
rungsprozesse erklären. Im Programm Teilchen wird beispiel-
haft ein sehr einfacher Prozess dargestellt. Ein Teilchen bewegt 
sich zufällig durch die Ebene. Trifft es auf einen Kristallisations-
keim, so lagert es sich an und das nächste Teilchen startet. Am 
Slider „Attraktion” kann man eine Anziehung des freien Teil-
chens in Richtung Bildmitte einstellen. 

2f Die vierte Dimension
In der Mathematik denkt man häufig in mehr als drei Dimensio-
nen. Im Programm Hyperwürfel kann man sehen, wie ein vierdi-
mensionaler Würfel aufgebaut wird. Der Schieberegler „Dimen-
sion” demonstriert dabei den schrittweisen Aufbau beginnend 
bei Dimension 0. Der vierdimensionale Hyperwürfel besitzt 16 
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Eckpunkte, 32 Kanten, 24 Seitenflächen und 8 Seitenräume. Die 
mit Buchstaben bezeichneten Punkte sind bewegbar.

Im vierdimensionalen Raum gibt es analog zu den dreidimen-
sionalen platonischen Körpern insgesamt sechs hochsymme-
trische reguläre Körper. Die Seitenflächen dieser Körper sind 
selbst wieder platonische Körper. Im Programm Rotationen 
in 4D kann man eine dreidimensionale Projektion dieser Kör-
per beobachten. Die kleinen runden Schieberegler erlauben 
die Rotation um sechs vierdimensionale Drehachsen. Über die 
Projektionsart kann man einstellen ob die Projektion vom Vier-
dimensionalen ins Dreidimensionale eine Parallelprojektion 
oder eine Zentralprojektion sein soll.

Um ein Gefühl für den Übergang zwischen Dimensionen zu 
bekommen, kann man sich im Programm Ebenenschnitt 
zunächst zweidimensionale Schnitte durch dreidimensiona-
le platonische Körper ansehen. Die Schnittebene kann am 
großen Schieberegler verstellt werden. Es kann ausgewählt 
werden, ob der Schnitt von einer Ecke, Kante oder Fläche aus-
gehend durchgeführt wird. Das Programm 4D Raumschnitt 
ermöglicht schließlich dreidimensionale Schnitte durch vierdi-
mensionale reguläre Körper.

Danksagung
Die Programme wurden von Prof. Dr. Jürgen Richter-Gebert 
speziell für das MiMa entworfen und mit Cinderella program-
miert. Cinderella ist ein Programm für mathematische Experi-
mente von Prof. Dr. Jürgen Richter-Gebert und Prof. Dr. Ulrich 
Kortenkamp.
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3 iOrnaments
Mit dem Programm iOrnaments 
können Sie mit einem selbst ge-
malten Grundmuster die Ebene 
parkettieren, das heißt lückenlos 
und überschneidungsfrei ausfül-
len. Sie erzeugen dadurch wun-
derschöne Ornamente, hinter 
denen eine ganze Menge Mathe-
matik steckt! 

Aktivitäten
Wählen Sie rechts oben aus der Palette eine Farbe. Mit den 
Schiebereglern können Sie Eigenschaften wie Strichstärke, 
Transparenz oder Farbsättigung einstellen. Malen Sie mit dem 
Finger auf die schwarze Zeichenfläche und beobachten Sie, 
wie das von Ihnen gemalte Grundmuster automatisch die Ebe-
ne füllt.  

Es gibt nur 17 verschiedene Möglichkeiten, wie aus Ihrem 
Grundmuster ein Ornament entstehen kann. Auf der rechten 
Seite, unterhalb der Schieberegler, können Sie auswählen, wel-
che von den 17 Möglichkeiten angewendet wird. Im einfachs-
ten Fall, mit der ersten Schaltfläche, wird das Grundmuster 
einfach nur verschoben. Mit der zweiten Schaltfläche daneben 

Variationen mit dem gleichen Grundmuster: Verschiebung, halbe Drehung sowie eine Kombi-
nation aus Verschiebung und Drehung.
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vollführt es eine halbe Drehung. Beobachten Sie was passiert, 
wenn Sie die anderen Schaltflächen drücken. Es entstehen 
immer komplexere Muster durch Kombinationen aus Drehun-
gen, Spiegelungen und Verschiebungen des Grundmusters.

Das Ornament kann theoretisch unendlich weit fortgesetzt 
werden, indem ein bestimmter Ausschnitt, eine „Kachel”, im-
mer wieder verschoben und aneinandergelegt wird. Sie kön-
nen sich Ihre spezielle „Kachel” und auch das dem Ornament 
zugrundeliegende Raster mit den Schaltflächen ganz unten 
im Menü anzeigen lassen. Dort können Sie auch Malvorgänge 
rückgängig machen oder das ganze Bild löschen und von vor-
ne beginnen.

Die Mathematik dahinter
Ornamente sind für die Mathematik interessant, weil sie hoch-
symmetrische Gebilde sind. Im alltäglichen Sprachgebrauch 
wird der Begriff Symmetrie häufig mit der Achsensymmetrie 
oder auch Spiegelsymmetrie gleichgesetzt. In der Mathematik 
werden jedoch auch Drehungen und Verschiebungen als Sym-
metrieoperationen betrachtet. Der berühmte Mathematiker 
Prof. Dr. Hermann Weyl erklärte Symmetrie folgendermaßen: 
„Symmetrisch ist ein Gebilde dann, wenn man es irgendwie 
verändern kann und im Ergebnis das Gleiche erhält.”

Schauen sie noch einmal die Kachel an, die Ihr Grundmuster 
in verschiedenen gedrehten oder gespiegelten Versionen ent-
hält. Wie viele Möglichkeiten haben Sie, diese Kachel durch 
Drehungen oder Spiegelungen in sich selbst zu überführen? 
Vielleicht sehen Sie eine oder mehrere Spiegelachsen oder ei-
nen Punkt, um den Sie die Kachel in mehreren Schritten dre-
hen könnten. 
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Die Menge all der Operationen, welche die Kachel in sich selbst 
überführen, nennt man in der Mathematik eine Symmetrie- 
gruppe.

Mathematisch lässt sich beweisen, dass es genau 17 verschie-
dene Symmetriegruppen von periodischen Mustern oder 
Parkettierungen der Ebene gibt. Das bedeutet, dass jedes re-
gelmäßige Flächenornament genau zu einem der 17 verschie-
denen Grundmuster gehört. 

Die Araber kannten diese Symmetriegruppen bereits im Mit-
telalter. In der Alhambra, einer Festungsanlage in der spani-
schen Stadt Granada, findet man sie alle in den arabischen 
Wandornamenten wieder.

Die Verbindung zur Kristallographie 
Die 17 Symmetriegruppen von periodischen Mustern bezeich-
net man auch als zweidimensionale kristallographische Grup-
pen. In jeder Schnittfläche eines Kristalls folgen die Atome den 
Anordnungsregeln einer dieser 17 Gruppen. Betrachtet man 
nicht nur die Schnittflächen, sondern ganze, dreidimensiona-
le Kristalle, wird es komplizierter. Denn für dreidimensionale  
regelmäßige Muster gibt es 230 kristallographische Raum-
gruppen. 

Danksagung
„iOrnaments” wurde von Prof. Dr. Jürgen Richter-Gebert ent- 
wickelt und dem MiMa zur Verfügung gestellt.

Für weitere Nachforschungen:
www.science-to-touch.com/en/iOrnament.html
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4 Penrose Puzzle
Welche Form darf eine Fliese haben, damit man mit ihr auf 
regelmäßige Weise einen Fußboden lückenlos und über-
schneidungsfrei bedecken kann? Ein mathematischer Satz 
besagt, dass dies nur mit Grundformen gelingt, die eine 1-, 
2-, 3-, 4- oder 6-zählige Symmetrie besitzen. Mit dem Pen-
rose Puzzle kann man jedoch eine Ebene mit einem Mus-
ter aus 5-zählig symmetrischen Figuren bedecken. Das 
Muster ist unregelmäßig und kann theoretisch unendlich 
fortgesetzt werden. Der besondere Trick: Es werden zwei 
unterschiedliche Grundelemente verwendet. 

Aktivitäten
Legen Sie die Puzzleteile so aneinander, dass der Tisch lücken-
los bedeckt wird. Aufgrund der Form des Tisches werden Sie 
keine perfekte Übereinstimmung mit dessen Rand erreichen. 
Die Aufgabe ist nicht ganz leicht, denn ein einmal erkanntes 
Muster kann nicht einfach wiederholt werden. Das fertige 
Puzzle zeigt ein unregelmäßiges Muster, in dem immer wieder 
symmetrische Figuren auftauchen.  

Die Mathematik dahinter
Mathematiker nennen eine lückenlose und überschneidungs-
freie Bedeckung einer Ebene ein Parkett. Dabei wird das glei-
che geometrische Grund element – zum Beispiel ein Quadrat 
oder ein gleichseitiges Dreieck – periodisch, also regelmäßig 
und unendlich oft aneinander gelegt. 

Ein mathematischer Satz besagt, dass eine Ebene nur mit 1-, 2-, 
3-, 4- oder 6-zählig symmetrischen Grundelementen parket-
tiert werden kann. Die Zähligkeit einer symmetrischen Figur 
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misst man daran, wie viele Spiegelun-
gen und Drehungen es gibt, welche die 
Figur mit sich selbst zur Deckung brin-
gen. Ein gleichseitiges Dreieck hat zum 
Beispiel eine 3-zählige Symmetrie: Man 
kann es dreimal um 120° drehen und es 
sieht nach jeder Drehung genau gleich 
aus. Ein gleichseitiges Fünfeck hat eine 
5-zählige Symmetrie. Mit ihm wäre es 
nach dem genannten Satz nicht mög-
lich, eine Ebene zu parkettieren.

Umso erstaunter war die Fachwelt, als 
1974 der Mathematiker Roger Penrose 
dennoch ein Parkett mit 5-zählig sym-
metrischen Figuren fand. Ein besonderer 
Kniff machte das Unmögliche möglich: 
Penrose kombinierte zwei verschie-
dene Vierecke anstatt nur ein einziges 
Grundelement zu verwenden. Er konnte 
mathematisch beweisen, dass sich die 
Ebene mit den beiden Grundelementen 
theoretisch unendlich auffüllen lässt. 
Dabei entsteht ein aperiodisches Muster, in dem immer wie-
der Abschnitte mit einer 5-zähligen Symmetrie auftauchen. 
Mit unserem Puzzle können Sie einen Ausschnitt eines solchen 
Parketts nachbauen.

Die Verbindung zur Kristallographie
Ein Parkett ist das zweidimensionale Gegenstück eines Kris-
talls. In den Atomgittern von Kristallen wiederholen sich die 
gleichen räumlichen Grundstrukturen immer wieder. Kennt 
man die Grundstruktur, so kann man damit den gesamten Auf-

Beim Versuch einer Parket-
tierung mit gleichen Fünf-
ecken entstehen Lücken.

Ein Ausschnitt einer Par-
kettierung der Ebene mit 
Sechsecken.
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bau eines Kristalls beschreiben. Sie können das an der Station  
„Mathematik und Mineralien” genauer untersuchen. 

Aufgrund des genannten mathematischen Satzes ging man in 
der Kristallographie lange Zeit davon aus, dass es keine 5-zählig 
symmetrischen Atomgitterstrukturen geben könne – trotz der 
Entdeckung von Penrose. Doch 1982 fand der Chemiker Dan 
Shechtman tatsächlich eine Legierung aus Aluminium und 
Magnesium, die eine solche Struktur aufweist. Er erhielt für sei-
ne Entdeckung 2011 den Nobelpreis für Chemie.

Heute sind Feststoffe mit dieser Struktur als Quasikristalle be-
kannt. Sie wurden inzwischen vielfach erforscht. In der Praxis 
dienen sie unter anderem dazu, eine besondere Sorte von 
Stahl herzustellen, denn sie sind besonders hart und spröde. 

Danksagung
Das Penrose-Puzzle wurde vom Mathematikum Gießen ge-
baut und dem MiMa zur Verfügung gestellt.
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5 Carpark
Carpark ist ein spannendes Logikspiel. Die Aufgabe ist es, 
das rote Cabrio aus einem Parkstau zu befreien, indem Sie 
die Autos nur vorwärts und rückwärts verschieben, aber 
nicht heben oder seitwärts verstellen. 

Aktivitäten
Über dem Spielbrett finden Sie Karten mit verschiedenen Aus-
gangssituationen. Sie sind nach Schwierigkeitstufen sortiert. 
Suchen Sie sich eine aus, bauen Sie die Ausgangssituation 
nach und versuchen Sie dann, das rote Auto auszuparken.

Die Mathematik dahinter 
Mathematikerinnen und Mathematiker knobeln auch gern. 
Aber sie beginnen sofort sich zu fragen, woran man erkennen 
kann, ob so ein Problem lösbar ist und in wie vielen Schritten. 
Man kann das Spiel mathematisch modellieren und die mög-
lichen Lösungswege finden, zum Beispiel die Lösung mit den 
wenigsten Verschiebungen. Solche Fragen werden in der Op-
timierung, der Kombinatorik und der Spieltheorie betrachtet, 
die viele Anwendungen in Technik und Wirtschaft haben. 

Wenn Sie zu Hause weiterknobeln möchten, fragen Sie in un-
serem Museumsshop nach dem Spiel „Rush Hour”.

Danksagung
Das Exponat wurde von der Schreinerei Brosemer in Zell am 
Harmersbach für das MiMa gebaut. 
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6 Geometrie und Dynamik
Diese Station zeigt eine Auswahl von Programmen zu Geo-
metrie und Dynamik. In den einzelnen Experimenten kann 
man geometrische Objekte verändern, Zusammenhänge 
zwischen Musik und Geometrie erleben oder auch einzelne 
mathematische Simulationen betrachten und verändern.

6a Match the Net
Erinnern Sie sich noch, wie man einen Würfel aus einem 
Blatt Papier bastelt? Wie sieht ein Würfel aus, wenn er auf-
gefaltet wird? Beim Spiel „Match the Net” geht es genau 
um diese Zuordnung von dreidimensionalen Formen zu ih-
ren enstprechenden aufgefalteten Polytopen. Allerdings 
sind die Formen deutlich komplizierter als ein Würfel und 
so wird das Spiel schnell zu einem kniffligen und spannen-
den Rätsel.
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Aktivitäten
Alleine oder auch gemeinsam macht das Lösen der kniffligen 
Aufgaben Spaß. Auf der Startseite können Sprache, Schwie-
rigkeitsgrad und die Anzahl an Polytopen gewählt werden. 
Mit einem Klick auf „Spiel starten” geht es los. In der unteren 
Hälfte erscheinen flache Auffaltungen von Polytopen, die ih-
ren dreidimensionalen Entsprechungen in der oberen Hälfte 
des Bildschirms zugeordnet werden müssen. Die Auffaltungen 
lassen sich bewegen und vertauschen, indem man sie einfach 
übereinander zieht. Mit „Absenden” kann man das Ergebnis 
überprüfen. Jedes Spiel hat mehrere Runden. Am Ende wer-
den die Punkte zusammengezählt. Aber aufgepasst: Auch die 
Zeit spielt eine Rolle!

Die Mathematik dahinter
Polytope, Polygone, Polyeder – damit beschäftigen sich die 
Geometer unter den Mathematikerinnen und Mathemati-
kern. Polytope sind geometrische Objekte mit „flachen” Seiten. 
Zweidimensionale Polytope heißen Polygone. Das sind ebene 
Gebilde, die zwar viele Ränder besitzen und schief und krumm 
sein können, deren Gesamtlinien aber immer gerade und ge-
schlossen sind. Einfache Beispiele für Polygone sind Dreiecke 
oder Vierecke. Dreidimensionale Polytope heißen Polyeder. 
Dazu gehören etwa Prismen, Quader oder auch Würfel. Die 
Seitenflächen von Polyedern setzen sich aus Polygonen zu-
sammen. Zum Beispiel kann eine Pyramide aus einem Viereck 
und vier Dreiecken bestehen.

Es ist eine offene Frage der Mathematik, ob jedes Polyeder 
sich in ein planares Netz auffalten lässt. Natürlich greifen die 
Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftler bei der Lösung der 
Frage nicht nach Schere und Papier. Sie arbeiten mit Compu-
terprogrammen wie „polymake”, die Polytope generieren und 
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auffalten. Diese helfen auch die größtmögliche Anzahl an Net-
zen für ein Polytop zu finden. Denn oft gibt es viele verschiede-
ne Möglichkeiten, um ein Polytop aufzufalten.

Innerhalb der Polyeder kommen spezielle Gruppen vor, wie 
etwa die platonischen Körper. Diese sind nicht nur im Spiel 
zu entdecken, sondern in der weiteren Ausstellung auch als 
Skulpturen zu sehen.

Danksagung
Idee und Entwicklung: Michael Joswig, Georg Loho, Benjamin 
Lorenz, Rico Raber und das polymake-Team (www.polymake.
org/doku.php/team).

Für weitere Nachforschungen
https://www.matchthenet.de/ 
https://imaginary.org/de/node/1168

6b FroZenLight
Dieses Spiel verbindet Kunst, Mathematik und Krypto-
graphie. Ein Lichtstrahl wird durch ein Raster aus runden 
Spiegeln gelenkt und nach den Regeln der Strahlenoptik 
gebrochen. Dabei ist die Positionierung der Lichtquelle 
ausschlaggebend für die Kreation von Chaos oder Symme-
trie.

Aktivitäten
Mit den vielen verschiedenen Knöpfen auf dem Anfangsbild-
schirm lassen sich unterschiedliche Reflektionsmuster aus-
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wählen. Die oberste Reihe der Knöpfe steht für die Größe des 
Rasters, 5 x 5 erzeugt ein Raster von 5 mal 5 Spiegeln. Die Pro-
zentzahl in der unteren Reihe zeigt den maximalen Radius der 
Spiegel an, für den das voreingestellte Muster funktioniert. Be-
wegen Sie mit dem Finger das Raster oder ziehen Sie die Licht-
quelle in andere Positionen und beobachten Sie die Verände-
rung des Musters. 

Einige Knöpfe sind anders: Mit dem ?-Knopf oben links kann 
man den für das symmetrische Muster verantwortlichen Teil 
des Lichtstrahls anzeigen. Mit dem Prozentzahl-Knopf oben 
rechts können Sie für jedes Muster den Radius der „Spiegel” 
verändern. In der unteren linken Ecke des Bildschirms finden 
Sie ein Symbol, um die Farben anzupassen. Betätigen Sie den 
Knopf in der unteren rechten Ecke, erscheint eine Animation, 
die verschiedene symmetrische Muster hintereinander abspie-
len lässt.

Die Mathematik dahinter
Die Software berechnet alle Reflektionen nach den Gesetzen 
der geometrischen Optik (auch Strahlenoptik). Die Grundan-
nahme ist, dass sich das Licht als Strahl ausbreitet. So kann 
man die Strahlen als Geraden ansehen und die Regeln der 
Geometrie anwenden, wie etwa das Fermat’sche Prinzip, nach 
dem das Licht immer den schnellsten, aber nicht unbedingt 
den kürzesten Weg wählt. Das Modell erscheint zwar sim-
pel, aber durch eigenes Ausprobieren erfährt man bald, dass 
kleinste Veränderungen an der Position der Lichtquelle großes 
Chaos verursachen. Die Software führt dabei Berechnungen 
in Langzahl-Arithmetik durch. Das sind Kalkulationen mit ei-
ner sehr hohen Zahl an Nachkommastellen, die in dieser Ge-
schwindigkeit nur ein Computer leisten kann und die im Ge-
genzug durch die Leistung des Computers begrenzt werden. 
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Auch kryptographische Verschlüsselungen sind mit diesem 
Programm möglich. Textnachrichten können etwa als Reflek-
tionsmuster programmiert und nur mit einem speziellen Sym-
bolschlüssel entziffert werden.

Danksagung
FroZenLight wurde von Zoltan Palmer entwickelt.

Für weitere Nachforschungen 
www.imaginary.org/de/node/513 

6c Qi
Qi ist ein Programm zur interaktiven Visualisierung von 
mathematischen Flächen aus dem Gebiet der Differential-
geometrie.

Aktivitäten
Mit den Knöpfen am linken Rand können Sie verschiedene Flä-
chen auswählen. Mit dem „i”-Knopf rechts oben blenden Sie 
eine kurze Beschreibung zur jeweiligen Fläche ein. Die anderen 
Knöpfe in der rechten Menüleiste dienen dazu, Eigenschaften 
der einzelnen Flächen zu verändern, wie z.B. die Textur oder 
die Farbe. Mit dem Knopf S3 schalten Sie zwischen der so ge-
nannten Möbiustransformation und dem klassischen Drehen 
der Fläche um. Mit dem Finger können Sie die Fläche dann di-
rekt in der Mitte drehen.
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Die Mathematik dahinter
Die Differentialgeometrie beschäftigt sich mit der Krümmung 
von Formen. Es geht darum, die Eigenschaften von Kurven, ge-
krümmten Oberflächen oder sogar Formen mit mehr als drei 
Dimensionen mathematisch präzise zu beschreiben. Zu den 
Anwendungsfeldern der Differentialgeometrie gehören zum 
Beispiel die Kartographie, die Hydro- und Aerodynamik, die 
Berechnung von Flugbahnen, technische Verfahren zur plasti-
schen Verformung, aber auch die allgemeine Relativitätstheo-
rie von Albert Einstein.

Besonders interessant sind Flächen, die in dem Sinne optimal 
sind, dass ein genau festgelegtes „Qualitätsmaß” nicht verbes-
sert werden kann, wenn man kleine Änderungen an der Flä-
che vornimmt. Dazu gehören beispielsweise Minimalflächen. 
Minimalflächen haben die gleichen Eigenschaften wie Seifen-
häute. Eine Seifenhaut, die man durch Eintauchen eines gebo-
genen Drahtes in Seifenlösung erhält, hat die kleinste Ober-
fläche unter allen mög lichen Flächen, die man in den Draht 
einspannen kann. Ihre sogenannte „mittlere Krümmung” an 
jedem Flächenpunkt ist Null. Seit den sechziger Jahren wer-
den Minimalflächen als Modelle für leichte Dachkonstruktio-
nen herangezogen, zum Beispiel für das Dach des Münchner 
Olympiastadions.

Danksagung

Qi wurde von der GeometrieWerkstatt des Mathematischen 
Instituts der Universität Tübingen unter Mitwirkung von  
Nicholas Schmitt und Ulf Wagner entwickelt.

Für weitere Nachforschungen
www.imaginary.org/de/node/515 
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6d Math to Touch
Math to Touch ist eine Sammlung von 11 Anwendungen, 
die auf spielerische und visuell ansprechende Weise Zu-
gang zur Mathematik bietet. Sie sind über die unteren bei-
den Reihen im Menü der Station aufrufbar. Lassen Sie den 
Zufall neue Mozart-Sonaten komponieren oder entdecken 
und verändern Sie das Schwarmverhalten von Fischen!

Aktivitäten
Jedes Programm hat ein anderes, intuitives Interaktionsdesign: 
Achten Sie auf Beschreibungstexte, einzelne Knöpfe, oder auch 
Punkte, die man mit dem Finger bewegen kann. Mit dem Pfeil 
in der linken unteren Ecke gelangen Sie immer wieder in das 
Hauptmenü zurück.

Danksagung
Alle Anwendungen sind von Jürgen Richter-Gebert, Techni-
sche Universität München, entwickelt worden.

Für weitere Nachforschungen
www.science-to-touch.com



29

7 Künstliche Intelligenz
Künstliche Intelligenz (KI) gilt als eine der Schlüsseltech-
nologien unserer Zeit. Computerprogramme imitieren 
menschliche Fähigkeiten wie logisches Denken, Lernen, 
Planen und Kreativität. Aber wie funktioniert das eigent-
lich? Wie kann eine Maschine lernen? Die Grundlagen für 
diese Technologie liegen, wie so häufig, in der Mathema-
tik. An dieser Station können Sie einige grundlegende Me-
chanismen und Prinzipien ausprobieren.

7a Gradientenverfahren
Aktivitäten
Finden Sie den Schatz, der am tiefsten Punkt des Meeresbo-
dens versteckt ist! Mit den Pfeiltasten bewegen Sie ihr Schiff 
und mit dem runden Knopf schicken Sie eine Sonde hinab. Was 
ist Ihre Strategie, um den Schatz möglichst schnell zu finden?

Die Mathematik dahinter
Man findet den tiefsten Punkt des Meeresbodens am schnells-
ten, wenn man das Gefälle beachtet: Wie steil war es an den 
untersuchten Stellen? In welche Richtung war der Boden ge-
neigt? Auch wenn man nicht den kompletten Boden sieht, 
verrät das Gefälle, wo man am besten weitersuchen sollte. Am 
besten geht man den steilsten Abhang immer weiter hinunter.

Genauso lernt eine KI – nämlich durch einen mathematischen 
Algorithmus namens Gradientenverfahren. Ähnlich wie wir im 
Spiel den tiefsten Punkt des Meeresbodens suchen, sucht die 
KI den tiefsten Punkt einer Fehlerfunktion. 
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Um eine KI zu trainiern, lässt man sie aus Beispiel-Eingaben ein 
Ergebnis berechnen. Anschließend meldet man ihr zurück wie 
groß der Fehler zwischen dem erwarteten und dem berechne-
ten Ergebnis war. Die KI versucht nun durch Anpassung ihrer 
Berechnungskoeffizienten den Fehler zu verkleinern. Sie tut 
das, indem sie den Gradienten, also die Steigung der Fehler-
funktion berücksichtigt. In welcher Richtung wird der Fehler 
kleiner, in welcher wird er größer? Wenn die KI genügend trai-
niert wird kann sie mit der Zeit ihre Berechnungskoeffizenten 
derart angepassen, dass der Fehler minimal ist.  In der Praxis 
geschieht das meist mit Millionen von Beispieldatensätzen. 
Danach kann die KI mit „echten” Daten arbeiten. 

Sowohl bei der Schatzsuche als auch beim Training der KI 
tritt eine Schwierigkeit auf: Wenn man Pech hat, findet man 
nur einen tiefen Punkt, der durch eine oder mehrere Berge 
vom wirklich tiefsten Punkt getrennt ist. Man landet an einem  
„lokalen Minimum” anstatt am „absoluten Minimum”.

Wenn eine KI ein lokales Minimum findet, steckt sie fest und 
kann nicht weiter lernen. Es gibt aber eine Strategie um trotz-
dem weiterzukommen. Man kombiniert die systematische  
Gradientenmethode mit einer Prise „Zufall” und beginnt die 
Suche an einem zufällig gewählten Startpunkt einfach noch-
mal neu.

Für weitere Nachforschungen
https://www.imaginary.org/program/gradient-descent
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7b Neuronale Zahlen
Formen und Muster korrekt zu erkennen, ist eine häufige 
Aufgabe für künstliche Intelligenzen. In diesem Beispiel 
geht es um handgeschriebene Ziffern. Handschriften sind 
eine Herausforderung, weil sie von Natur aus unregelmä-
ßig sind. Selbst eine einzelne Person schreibt diesselbe 
Zahl nicht immer gleich.  Eine kleine Änderung kann aus-
reichen, um aus einer 1 eine 7 zu machen oder aus einer 3 
eine 8.

Aktivitäten
Schreiben Sie eine Zahl zwischen 0 und 9 mit dem Finger auf 
den Bildschirm. Ein künstliches neuronales Netz erkennt in 
Echtzeit, welche Ziffer gemeint ist. Welche Ziffer erkennt der 
Computer am besten? Bei welchen hat er Probleme? 

Probieren Sie aus, was geschieht wenn Sie das neuronale Netz 
trainieren oder wenn Sie die Eigenschaften des neuronalen 
Netzes verändern.

Die Mathematik dahinter
Ein künstliches neuronales Netz ist ein Algorithmus der sich 
biologische Gehirne zum Vorbild nimmt und das Verhalten 
von vielen, miteinander vernetzten Neuronen mathematisch 
nachahmt. Jedes Neuron nimmt Informationen auf, verarbei-
tet sie und leitet sie ggf. weiter. Diese Aufgaben werden durch 
mathematische Funktionen modelliert.  

Das Beispiel in unserem Exponat arbeitet mit 784 Eingabewer-
ten (so viele Pixel Bild der Zahl), 100 künstlichen Neuronen und 
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10 möglichen Ausgabewerten (Zahlen von 0-9). Jedes Neuron 
nimmt eine bestimmte Anzahl an Eingabewerten an, multipli-
ziert sie mit sogenannten Gewichten, rechnet alles zusammen 
und addiert einen Bias hinzu. Dann wird dieser Wert mit einer 
vorgegebenen Funktion, der Aktivierungsfunktion, abgegli-
chen. Diese entscheidet darüber, ob der Wert weitergegeben 
wird. Zum Beispiel könnte die Funktion so eingestellt sein,  
dass positive Werte direkt weitergegeben werden, bei negati-
ven Werten hingegen 0 ausgegeben wird. 

Ein künstliches neuronales Netz lernt anhand von Beispielen. 
Es „weiß” am Anfang nichts. Nur durch Training mit sehr vielen 
Beispieldaten kann es Gewichte und Bias der einzelnen Neuro-
nen bei jedem Trainingsschritt anpassen und immer genauere 
Ergebnisse erzielen. Die Trainingsdaten bestehen in unserem 
Beispiel aus vielen handgeschriebenen Ziffern und der Infor-
mation welche Ziffer das jeweils ist. 

Für weitere Nachforschungen
https://www.imaginary.org/program/neural-numbers
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7c Sumory
Was ist die beste Strategie um ein gutes Ergebnis zu erzie-
len, wenn man mit völliger Unwissenheit startet? Das ist 
die Idee hinter dem einfachen Spiel Sumory und eine Fra-
ge mit der sich die Entwickler von künstlichen Intelligen-
zen auseinandersetzen müssen. 

Aktivitäten
Hinter jedem der hellgrauen Felder auf dem Bildschirm steckt 
eine positive oder negative Zahl. Klicken Sie die Felder an und 
versuchen Sie in 10 Zügen eine möglichst hohe Gesamtsum-
me zu erreichen. Die Felder können auch mehrfach angeklickt 
werden. 

Welche Strategie führt zu einem guten Ergebnis? Sollten Sie 
möglichst viele verschiedene Felder ausprobieren oder ab ei-
nem bestimmten Wert immer auf dasselbe Feld setzen?

Die Mathematik dahinter

„Exploration vs. Exploitation“ (Erkunden oder Ausnutzen) ist 
ein zentrales Konzept, um Lernen in unbekannten Umgebun-
gen zu ermöglichen. Wenn eine künstliche Intelligenz in einer 
unbekannten Umgebung eine Lösung finden soll, muss Sie die 
Umgebung zunächst erkunden. Ab einem bestimmten Punkt 
wird sie ihr erworbenes Wissen nutzen, um zu einem Ergebnis 
zu kommen. Bis sich die Situation ändert und sie wieder etwas 
Neues ausprobieren muss.  

Es gibt verschiedene mathematische Algorithmen, die einer 
künstlichen Intelligenz helfen, die richtige Balance zwischen 
dem Erkunden und dem Ausnutzen zu halten. Spiele sind ein 
hervorragendes Forschungsfeld, um solche Algorithmen zu 
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entwickeln und zu testen. Sie haben vielleicht davon gehört, 
dass es im Jahr 2016 dem Computerprogramm AlphaGo ge-
lungen ist, einen der besten Go-Spieler der Welt zu besiegen. 
Go gilt als eines der komplexesten Brettspiele der Welt. Auf ei-
nem Spielfeld mit 19*19 Feldern gibt es mehr als 2*10170 mögli-
che Spielzustände. Go ist damit weitaus komplexer als Schach 
bei dem es geschätzt ca. 1046 mögliche Spielzustände gibt. Die 
Entwickler von AlphaGo verwendeten ein sogenanntes „Mon-
te Carlo Tree Search”-Verfahren, das  „Exploration vs. Exploitati-
on” sehr gut ausbalanciert.

Für weitere Nachforschungen
https://www.imaginary.org/program/sumory

7d Bestärkendes Lernen
Aktivitäten
Gestalten Sie ein Labyrinth und lassen Sie den Roboter den 
Ausgang suchen. Sie können Hindernisse einsetzen, um die 
Aufgabe zu erschweren und Sie können Belohnungen ver-
wenden, um den Roboter in einem bestimmten Vorgehen zu 
bestärken. 

Beobachten Sie wie der Roboter lernt. Wie wichtig ist das Er-
kunden im Vergleich zum Wiederholen von bereits bekannten 
Aktionen?

Die Mathematik dahinter
Reinforcement Learning (dt. bestärkendes Lernen) bezeichnet 
eine Reihe von Methoden, bei denen eine künstliche Intelli-
genz durch wiederholten Versuch und Irrtum aus den Rück-
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meldungen ihrer Umgebung lernt, eine Aufgabe zu lösen. Die 
Grundidee ist, dass die KI versucht die positiven Rückmeldun-
gen oder Belohnungen zu maximieren. 

Anders als beim Lernen mit Trainingsdaten erhält die KI keine 
Beispiele dafür, was eine richtige oder falsche Aktion ist. Sie 
muss dieses Wissen durch die Interaktion mit ihrer Umgebung 
selbständig erarbeiten. Damit wird eine Form des mensch-
lichen Lernens nachgeahmt, die in der Lernpsychologie als 
Konditionierung bekannt ist: richtiges Verhalten wird durch 
Belohnung verstärkt, falsches Verhalten wird durch Bestrafung 
abgeschwächt. 

Dabei tritt jedoch ein Dilemma auf: Wie häufig sollen neue 
Handlungen ausprobiert werden? Wie lange sollen erfolgrei-
che Aktionen wiederholt werden? Die Entwicklung von leis-
tungsfähigen Algorithmen zur Lösung dieses Dilemmas ist ein 
aktives Forschungsfeld.

Für weitere Nachforschungen

https://www.imaginary.org/program/reinforcement-learning

Danksagung

Die Exponate zur künstlichen Intelligenz wurden mit Unter-
stützung der Carl Zeiss Stiftung von der IMAGINARY gGmbH 
entwickelt und frei verfügbar unter der MIT (Expat) Lizenz ver-
öffentlicht. 
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8 Mathematik des  
Planeten Erde
 „Mathematik des Planeten Erde” (MPE) ist ein internatio-
nales Projekt, in dem durch Wettbewerbe interaktive Ex-
ponate erstellt werden. Interessierte sind aufgerufen, ihre 
Entwürfe für Exponate, die die Bedeutung der Mathematik 
für die Lösung globaler Probleme anschaulich darstellen, 
einzureichen. Neben IMAGINARY sind die UNESCO, die 
International Mathematical Union und die International 
Commission on Mathematical Instruction Organisatoren 
und Partner des Wettbewerbs. Eine Auswahl der besten in-
teraktiven Anwendungen zeigt diese Station.

8a Dune Ash
Im Mai 2011 brach der Vulkan Grimsvötn auf Island aus. Die 
entstandene Aschewolke verursachte die Schließung des 
Luftraums in Skandinavien und Schottland und beinträch-
tigte den Luftraum in ganz Europa. Das Programm Dune 
Ash simuliert, wie sich eine solche Aschewolke ausbreitet. 
Sie können den Standort des Vulkans und die Windverhält-
nisse vorgeben und anschließend beobachten, wie sich die 
Asche vom Moment des Ausbruchs an über Europa verteilt.

Aktivitäten
Rufen Sie das Programm „Dune Ash” auf. Positionieren Sie einen 
Vulkan irgendwo in Europa, indem Sie auf die entsprechende 
Stelle des Bildschirms tippen. Bewegen Sie sich dann mit dem 
Pfeilknopf durch die weiteren Schritte. 
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Skizzieren Sie als nächstes ein Wind-
feld, indem Sie auf dem Bildschirm 
Linien einzeichnen. Die Windge-
schwindigkeit ergibt sich aus der 
„Malgeschwindigkeit”. Basierend 
auf den gezeichneten Linien wird 
ein Windfeld über ganz Europa be-
rechnet und angezeigt. Die blauen 
Pfeile vermitteln einen Eindruck 
der Windgeschwindigkeiten: Eine 
helle Färbung steht für niedrige 
Geschwindigkeit, eine dunkle Fär-
bung für hohe Geschwindigkeit. Für 
die Dauer der Simulation bleibt das 
Windfeld konstant. In der Realität 
könnten sich die Winde durchaus 
ändern. 

Die Verteilung der Asche wird zu-
sätzlich durch eine Diffusionskonstante bestimmt. Sie beruht 
auf zufälligen Bewegungen der Ascheteilchen aufgrund ihrer 
thermischen Energie. Wie stark der Einfluss der Diffusion in der 
Simulation sein soll, legen Sie im nächsten Schritt über einen 
Schieberegler fest.

Anschließend berechnet das Programm die Ausbreitung der 
Aschewolke und zeigt sie auf dem Bildschirm an. Mit „Start/
Pause” kann die Animation unterbrochen werden, „Stopp” be-
endet die Simulation. Mit dem Schieberegler unten rechts lässt 
sich der Zustand zu verschiedenen Zeitpunkten anzeigen. 

Die Mathematik dahinter
Simulationen von komplexen physikalischen Vorgängen sind 
ein wichtiger Forschungsbereich in der angewandten Mathe-
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matik. Sie werden zum Beispiel für die Wettervorhersage benö-
tigt oder für die Berechnung der Verbreitung von Schadstoffen 
in der Atmosphäre. Solche Vorgänge können von vielen unter-
schiedlichen Parametern beeinflusst werden. 

Mathematikerinnen und Mathematiker beschreiben zunächst 
die Modelle dieser Vorgänge durch Systeme von Differential- 
gleichungen mit mehreren Variablen. Die Gleichungsysteme 
werden umso komplexer, je genauer man sich der Realität an-
nähern möchte und je mehr Parameter dabei berücksichtigt 
werden. Sie anschließend am Computer mit mathematischen 
Algorithmen zu lösen ist eine anspruchsvolle Aufgabe. Häufig 
können die Lösungen nur näherungsweise bestimmt werden. 

Für die Simulation der Ascheverbreitung in Dune Ash lautet 
die zu lösende partielle Differentialgleichung:

∂tc+∇∙(ω c) - ε∆c = υ(t, x)

∂tc beschreibt die Veränderung der Aschekonzentration über 
die Zeit. Die Konzentration wird von mehreren Parametern be-
einflusst. Der Ausdruck ∇∙(ω c) steht für den Einfluss des Win-
des und ε∆c für den Einfluss der Diffusion. Mit der Funktion 
υ(t, x) wird der Vulkanausbruch modelliert, der zu einem Zeit-
punkt t und an einem Ort x stattfindet.

Danksagung 
Dune Ash wurde am Institut für Mathematik der Universität  
Freiburg unter der Leitung von Prof. Dr. Dietmar 
Kröner entwickelt. Das Programm verwendet das modulare 
Programmpaket „Dune” zur Lösung von partiellen Differenti-
algleichungen.
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Für weitere Nachforschungen:
www.imaginary.org/program/dune-ash 
www.dune-project.org

8b Die Zukunft der Gletscher
Die Alpengletscher schrumpfen seit mehr als einem Jahr-
hundert. Man erwartet, dass dieser Trend anhält, solange 
die globale Erwärmung fortschreitet. Doch wie kann man 
realistische Vorhersagen über die Entwicklung von Glet-
schern treffen? Der Film zeigt, wie Mathematiker mit Glet-
scherforschern zusammenarbeiten.

Danksagung 
Der Film  „Die Zukunft der Gletscher” wurde am Institut für 
Mathematik der Freien Universität Berlin von Dr. Guillaume 
Jouvet, Dr. Chantal Landry, Dr. Antonia Mey, Prof. Dr. Marco Pi-
casso, Prof. Dr. Jaques Rappaz, Dr. Mathias Huss, Prof. Dr. Heinz 
Blatter und Prof. Dr. Martin Funk erstellt.

Für weitere Nachforschungen:
www.imaginary.org/film/glacial-mystery
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8c Mappae Mundi
Es ist nicht möglich, die Erdoberfläche ohne Verzerrun-
gen auf eine ebene Weltkarte abzubilden. Das hat bereits 
Carl Friedrich Gauß bewiesen. Für die Kartographie be-
deutet dies, dass es keine perfekten Karten geben kann. 
Man muss sich jeweils entscheiden, ob man für einen be-
stimmten Zweck eine winkeltreue, eine flächentreue oder 
eine längentreue Abbildung benötigt. In „Mappae Mundi” 
können Sie acht unterschiedliche Abbildungen erforschen 
und miteinander vergleichen.

Aktivitäten
Öffnen Sie das Programm „Mappae Mundi”, indem Sie es auf 
dem Bildschirm antippen. Wählen Sie im unteren rechten Be-
reich des Programms die verschiedenen Projektionen aus und 
betrachten Sie diese. Achten Sie auf den Flächeninhalt und 
den Umfang der einzelnen Kontinente. Was fällt Ihnen auf?

Im linken unteren Menü wählen sie die Art der Interaktion aus. 
Sie können die Karte drehen, sogenannte Verzerrungsellipsen 
einzeichnen oder Geodäten und Loxodrome einzeichnen. 

In Folge erklären wir Details zu den Verzerrungsellipsen: Wenn 
Sie mit dem Finger auf die Karte tippen, wird an diesem Punkt 
eine Ellipse angezeigt. Eine rote Färbung der Ellipse bedeutet 
eine starke Verzerrung an dieser Stelle. Eine grüne Färbung 
zeigt an, dass es kaum Abweichungen vom ursprünglichen 
Kreis gibt. Ist die Abbildung winkeltreu, dann sind alle Verzer-
rungsellipsen Kreise. Ist die Abbildung flächentreu, dann ha-
ben alle Verzerrungsellipsen den gleichen Flächeninhalt. Ist die 



41

Abbildung längentreu, dann haben alle Verzerrungsellipsen in 
Richtung der Längentreue gleich lange Halbachsen. Meist sind 
Abbildungen nur entlang der Breiten- oder Längenkreise län-
gentreu.

Die Mathematik dahinter
Für ebene und gekrümmte Oberflächen gelten unterschiedli-
che geometrische Gesetze. In der Ebene ist zum Beispiel die 
Winkelsumme in Dreiecken immer 180°. Ein Dreieck auf einer 
Kugeloberfläche (Sphäre) hat jedoch eine größere Winkelsum- 
me. Wenn man versucht ein Dreieck von einer Kugelober- 
fläche auf eine Ebene abzubilden, muss man die Abstände der 
Ecken oder die Winkel im Dreieck verzerren.

Im Lauf der Zeit wurden verschiedene Ab- 
bildungen entwickelt, die Abstände und 
Winkel auf unterschiedliche Weise ver- 
zerren. Betrachten Sie als Beispiel die Zylin-
derprojektion rechts, das Grundprinzip der 
Mercatorprojektion. 

Um den Globus der Erde wird gedanklich 
ein Zylinder gelegt. Der Zylinder berührt 
den Globus am Äquator. Vom Mittelpunkt 
des Globus aus zieht man nun gerade Li-
nien durch jeden Punkt der Oberfläche. 
Dort wo die Linien auf den Zylinder treffen 
wird der entsprechende Punkt abgebildet. Zum Schluss wird 
der Zylinder aufgerollt und man erhält eine ebene Karte der 
Erdoberfläche. Am Äquator ist die Abbildung verzerrungsfrei, 
doch je weiter man sich davon entfernt, desto größer werden 
die Verzerrungen von Längen und Flächen.



42

Anstelle des Zylinders lassen sich auch andere Hilfskörper, wie 
z.B. Kegel verwenden. Daraus ergeben sich dann andere Abbil-
dungen mit anderen Verzerrungseigenschaften.

Danksagung 
Das Programm „Mappae Mundi” wurde von Dr. Daniel Ramos 
vom Museu de Matemàtiques de Catalunya (MMACA) entwi-
ckelt.

Für weitere Nachforschungen:
www.imaginary.org/program/mappae-mundi

8d Schmelzen der Eisdecken
Im Zuge der Erderwärmung steigt der Meeresspiegel aus 
verschiedenen Gründen. Eine große Rolle spielen auch die 
als Eisdecken bezeichneten Gletscher der Antarktis und 
Grönlands. Ist es möglich Veränderungen in der Eisdecke 
oder sogar das Kalben eines Gletschers vorherzusagen? 

Aktivitäten
Dieses Modul zeigt Ihnen numerische Simulationen der Eisde-
cken-Dynamik. Es ist ähnlich wie ein interaktives Buch in 12 Ka-
pitel untergliedert. Jedes Kapitel entspricht einer Seite, durch 
die Sie sich der Reihe nach klicken können. Auf der letzten Sei-
te fordert ein kurzes Quiz Ihr Wissen heraus.
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Die Mathematik dahinter
Physikalische Prozesse wie Schwerkraft, Druck und Fließge-
schwindigkeit arbeiten in den Gletschern und fließen mit ihren 
Gleichungen in das mathematische Modell ein. Dieses Modell 
und konkrete Messungen, nämlich die Gletscherhöhe, sind 
Grundlage für den Algorithmus, um die Dynamik eines Glet-
schers und der gesamten Eisdecke zu beschreiben. Um daraus 
eine numerische Simulation für das Abschätzen der zukünfti-
gen Veränderungen zu entwickeln nutzen die Mathematike-
rinnen und Mathematiker die Methode der räumlichen Diskre-
tisierung: Anstatt mit einer Simulation die gesamte Eisdecke 
abzubilden, teilen sie den Eisschild in kleinere Einheiten ein. 
Das erhöht die Genauigkeit, denn so können zum Beispiel hö-
here Dynamiken am Rand des Eisfeldes berücksichtigt werden. 
Damit legen Sie ein kleinteiliges Netz über den Eisschild und 
können dessen räumliche Dynamik bei verschiedenen Szena-
rien über mehrere Jahrhunderte vorhersagen.

Danksagung
Die Autoren des Moduls sind Maëlle Nodet (Université Grenoble  
Alpes) and Jocelyne Erhel (Inria) unter Mitwirkung von Victoria 
Denys und unterstützt durch Interstices.

Für weitere Nachforschungen
imaginary.github.io/melting-ice-caps/#1
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8e Power Grid Dynamics  
Simulation
Stromnetze sind ausgeklügelte und balancierte Systeme 
um Energie zu leiten und zu verteilen. Sie sind so angelegt, 
dass lokale Störungen schnell ausgeglichen werden und 
das Stromnetz mit einer gleichbleibenden Frequenz läuft. 
Mathematikerinnen und Mathematiker tragen zur Stabili-
tät von Stromnetzen bei, indem sie Simulationen erstellen 
mit denen kritische Punkte im System identifiziert werden 
können. 

Aktivitäten
Die Simulation zeigt das Stromübertragungsnetz Skandina-
viens. Die Knotenpunkte repräsentieren Stromerzeuger oder 
-verbraucher, die Linien zwischen den Punkten Übertragungs-
leitungen. Auf der rechten Seite der Landkarte sind verschiede-
ne Regler, um das Stromnetz zu beeinflussen. Mit den blauen 
Buttons kann die Simulation gestoppt, gestartet oder in einen 
stabilen Zustand („Reset”) zurückgeführt werden. Klicken Sie 
„Random State”, dann wählt das Programm die Phasenver-
schiebung und die Frequenz jedes Knotenpunkts zufällig aus. 
Sie können auch auf einen Knotenpunkt klicken und selbst die 
Größen wie Frequenz oder Dämpfung verändern. Schauen Sie 
anhand des Frequenzmessers rechts unten neben der Land-
karte, wie schnell das Stromnetz die Störung ausgleicht. Schaf-
fen Sie es, die Versorgung langfristig außer Gefecht zu setzen?
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Die Mathematik dahinter
Anhand solcher Simulationen wollen Wissenschaftlerinnen 
und Wissenschaftler herausfinden, welche Knotenpunkte in 
einem Stromnetz besonders anfällig sind und welche Art von 
Störungen das System nachhaltig destabilisieren. Hinter der 
Simulation steckt eine mathematische Formel, die sowohl die 
Kapazität von Übertragungsleitungen, die verbrauchten und 
eingespeisten Stromeinheiten als auch den Zustand jedes 
Knotenpunkts berücksichtigt. Letzterer setzt sich zusammen 
aus der Phasenverschiebung und der Frequenz, umgangs-
sprachlich ausgedrückt, der Trittgeschwindigkeit der Strom-
weiterleitung. Bei einer Netzfrequenz von 50 Hertz, auf die 
auch die Wechselstromnetze in Europa eingestellt sind, läuft 
das Netz stabil. Ist die Frequenz zu niedrig, fehlt Strom – steigt 
die Frequenz zu sehr an, befindet sich zu viel Strom im Netz. 
Indem die Mathematikerinnen und Mathematiker nun Ver-
änderungen an den Knotenpunkten simulieren, lassen sich 
nicht nur Schwächen von Systemen entdecken, sondern auch 
wertvolle Informationen über die zukünftige Gestaltung des 
Netzausbaus gewinnen. Diese fließen dann etwa in Netzaus-
bau-Projekte der Energiewende ein.

Danksagung
Dieses Modul wurde von Frank Hellmann und Paul Schultz im 
Rahmen des vom BmBF unterstützten Projekt Condynet ent-
wickelt.

Für weitere Nachforschungen
www.condynet.de/animation.html 



46

9 Doppelpendel
Sie glauben zu wissen, wie sich ein Pendel verhält? Unser 
Doppelpendel stellt alles auf den Kopf. Es vollführt die 
aberwitzigsten Bewegungen, deren genauer Ablauf nicht 
vorhersagbar ist. Die Untersuchung solcher Phänomene ist 
in der Mathematik als „Chaosforschung” in die Geschichte 
eingegangen.

Aktivitäten
Drehen Sie den Knauf in der Mitte und versetzen Sie das Dop-
pelpendel  kräftig in Bewegung! Beobachten Sie, was passiert.

Die Mathematik dahinter
In der Schule lernen wir vor allem Systeme mit einem einfa-
chen Schwingungsverhalten kennen, wie zum Beispiel ein ein-
faches Pendel. Seine Bewegung kann man leicht vorhersagen: 
Es pendelt hin und her und irgendwann hört es wieder damit 
auf. Wenn man Faktoren wie Luftwiderstand und Reibung 
kennt, kann man die Bewegung mit einer gedämpften Si-
nusschwingung mathematisch beschreiben. Dann kann man 
die Höhe der Ausschläge und die Dauer des Pendelvorgangs 
genau berechnen.

Aber beim Doppelpendel ist das anders. Zwar lässt sich der Be-
wegungsablauf durch ein System von Differentialgleichungen 
ebenfalls mathematisch beschreiben, aber dieses Gleichungs-
system kann nur näherungsweise für bestimmte Ausgangs-
werte gelöst werden. Es gibt keine Möglichkeit, die Bewegung 
bei beliebigen Startbedingungen langfristig vorherzusagen. 
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Das liegt daran, dass sich die beiden Pendel gegenseitig beein-
flussen. Kleine Abweichungen können dadurch exponentiell 
verstärkt werden und minimale Änderungen gewaltige Unter-
schiede auslösen.

Systeme mit solchem Verhalten werden als „chaotische” Syste-
me bezeichnet. In der Mathematik bedeutet das jedoch nicht 
die Abwesenheit von Ordnung. Chaotische Systeme sind ma-
thematisch beschreibbar und verhalten sich im Grunde deter-
ministisch. Das heißt, sie werden nicht vom Zufall bestimmt. 
Es ist in der Praxis jedoch unglaublich schwierig, zweimal das 
gleiche Ergebnis zu erzielen oder ein langfristiges Ergebnis 
vorherzusagen, weil diese Systeme so empfindlich auf winzige 
Änderungen reagieren. 

In der Natur kommen chaotische Systeme häufig vor, z.B. in 
der Metereologie (Wettervorhersage), Astronomie (Dreikör-
perproblem) und Medizin (Herzschlagarrythmien). Sie kennen 
bestimmt die Metapher vom Schmetterling, der mit seinem 
Flügelschlag am Bodensee einen Wirbelsturm in Australien 
auslösen kann. In Anlehnung daran spricht man auch vom 
Schmetterlingseffekt: Kleinste Veränderungen der Startbe-
dingungen führen zur gewaltigen Änderungen des Ergebnis-
ses. Die mathematische Untersuchung solcher Systeme ist ein 
schwieriges und aktives Forschungsgebiet.

Danksagung
Dieses Exponat wurde von der Firma A2 Metallbau Armbruster 
in Oberwolfach geplant, designed, gebaut und dem MiMa ge-
sponsert.
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10 SURFER
Mit SURFER erleben Sie den Zusammenhang zwischen For-
meln und Formen. Aus einfachen Gleichungen entstehen 
Bilder, algebraische Flächen im dreidimensionalen Raum. 
Mathematisch gesprochen ist SURFER ein Programm zur 
Visualisierung reeller algebraischer Geometrie. Die Flä-
chen stellen die reellen Lösungen polynomialer Gleichun-
gen mit drei Variablen dar.

Aktivitäten
Geben Sie unten ein Polynom mit drei Variablen x, y  und z ein. 
Die Variablen dürfen addiert und multipliziert werden. Auch 
Klammern dürfen nach den Regeln der Mathematik gesetzt 
werden. Exponenten können Sie mit Hilfe des Zeichens ^ aus-
drücken (schreiben Sie zum Beispiel x^2 für x²). 

Falls Ihre Eingabe kein gültiges Polynom darstellt erscheint da-
neben ein rotes Ausrufezeichen. Nicht erlaubt sind zum Bei-

x²+y²-z²=0 x³+x²z²-y²=0
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spiel „nicht-algebraische” Ausdrücke der Form 2x, logarithmi-
sche oder trigonometrische Funktionen.

SURFER berechnet die zu Ihrem Polynom gehörende Fläche 
und zeigt sie auf dem Bildschirm an. Indem Sie mit dem Finger 
darüber fahren, können Sie die Fläche drehen und von allen 
Seiten betrachten. Da sich solche Flächen häufig bis ins Un-
endliche ausdehnen, zeigt SURFER nur einen bestimmten, ku-
gelförmigen Ausschnitt der Fläche an. Mit dem Zoom-Balken 
am rechten Rand des Anzeigefensters können Sie diesen Aus-
schnitt vergrößern und verkleinern. Mit Hilfe des Menüpunkts 
„Farben” können Sie der Außen- und Innenseite der Fläche ver-
schiedene Farben zuweisen.

Bei der Eingabe der Gleichung können Sie bis zu vier Parame-
ter a, b, c und d verwenden (z.B. ax²+by²-3z²). Es erscheint dann 
für jeden Parameter ein Schiebebalken, mit dem Sie den Wert 
des Parameters verändern können.

Unter dem Menüpunkt „Start” finden Sie 
eine große Auswahl an Flächen, die Sie 
betrachten oder als Ausgangspunkt für 
eigene Flächen verwenden können. Für 
viele Flächen gibt es unter dem Menü-
punkt „Info” zusätzliche Informationen.

Experimentieren Sie mit unterschied-
lichen Polynomen. Untersuchen Sie, 
welche Änderungen des Polynoms be-
stimmte Änderungen in der Fläche be-
wirken. Oder überlegen Sie sich vorher, 
was für ein Bild Sie erzeugen möchten 
und versuchen Sie das passende Polyn-
om dazu einzugeben. 

Welche Formel passt dazu? 
Dieser Löffel wurde 2008 von 
Valentina Galata mit Hilfe von 
SURFER erzeugt.
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Die Mathematik dahinter

Die algebraische Geometrie befasst sich mit dem Wechselspiel 
zwischen der Algebra, also den Formeln, und der Geometrie, 
den dazugehörigen Formen.

Eine Formel ist hier eine polynomiale Gleichung mit den drei  
Variablen x, y, und z, zum Beispiel x²+y²-z²=0. Polynomial bedeu-
tet, dass auf der linken Seite der Gleichung ein Polynom steht. 
Ein Polynom ist eine Summe aus Vielfachen von Potenzen von 
Variablen, wobei die Exponenten natürliche Zahlen sind.

Die Lösungen der Gleichung x²+y²-z² = 0 sind alle Tripel (x, y, z) 
von Zahlen, für die die linke Seite der Gleichung 0 ergibt. Das 
Tripel (3, 4, 5) ist zum Beispiel eine Lösung der Gleichung, denn 
3²+4²-5² = 0. Man sagt (3, 4, 5) ist eine „Nullstelle” des Polynoms 
x²+y²-z².

Solche Tripel von Zahlen können als 
Koordinaten von Punkten im dreidi-
mensionalen Raum aufgefasst wer- 
den. Durch die Wahl von drei senk-
recht aufeinanderstehenden Koordi-
natenachsen werden ein Ursprung 0 
sowie drei Richtungen x, y und z fest-
gelegt. Jeder Punkt im dreidimen-
sionalen Raum wird nun eindeutig 
durch die Angabe von drei Zahlen für 
x, y und z bestimmt.

Mit dieser Überlegung lassen sich die Lösungen von Gleichun-
gen mit drei Variablen als Punkte im Raum darstellen. Lässt 
man als mögliche Lösungen alle Tripel aus reellen Zahlen zu, 
so ergeben alle Lösungen oder Punkte gemeinsam eine zu-
sammenhängende Fläche. Eine algebraische Fläche visualisiert 
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also die reelle Lösungsmenge einer polynomialen Gleichung 
mit drei Variablen.

Die algebraische Geometrie kann aber noch viel mehr als 
schöne visuelle Gebilde zu erzeugen. Die Idee, algebraische 
Probleme geometrisch zu betrachten und umgekehrt, hilft in 
vielen Gebieten der Mathematik bei der Beantwortung wich-
tiger Fragestellungen. Eines der berühmtesten Probleme der 
Mathematik, der Beweis des großen Fermatschen Satzes aus 
dem 17. Jahrhundert, wurde 1993/1994 von Andrew Wiles mit 
Methoden der abstrakten algebraischen Geometrie gelöst. Zu-
vor hatte unter anderem Alexander Grothendieck auf diesem 
Gebiet entscheidende Fortschritte erzielt. Weitere Anwendun-
gen der algebraischen Geometrie finden sich in der Computer-
grafik und in der theoretischen Physik.

Für weitere Nachforschungen:
www.mima.museum/mathematik-surfer

Danksagung
SURFER ist ein Projekt des Mathematischen Forschungsinsti-
tuts Oberwolfach und der Technischen Universität Kaiserslau-
tern. Es basiert auf dem Program Surf von Dr. Stephan Endrass 
und anderen (surf.sourceforge.net). SURFER wurde unter der 
Leitung von Prof. Dr. Dr. Gert-Martin Greuel von Dr. Andreas 
Daniel Matt, Dr. Henning Meyer, Dr. Christian Stussak, Dr. Oliver 
Labs, Prof. Dr. Herwig Hauser und Felix Riemann erstellt.
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11 Bildergalerie
Genießen Sie auf der Galerie eine Auswahl an Bildern, die 
von verschiedenen Mathematikern und Visualisierungs-
künstlern erstellt wurden. 

Prof. Dr. Aurélien Alvarez forscht an der Universität von Lyon.  
Sein Interesse liegt vor allem in der Geometrie. Seine Hauptfor-
schungsthemen sind ergodische und geometrische Gruppen-
theorie. Zusammen mit Étienne Ghys und Jos Leys arbeitete er 
an der Realisierung von „Dimensions”, einem Film über Dimen-
sionen, von der stereografischen Projektion und dem Polyeder 
im vierdimensionalen Raum bis zu den komplexen Zahlen und 
der Hopfschen Faserung.

Luc Benard, ein Kanadier aus Montreal, arbeitete als Filmtech-
niker, Kameramann, Audio-Ingenieur und ist derzeit im Video-
schnitt tätig. Mit der zunehmenden Entwicklung der Computer 
begann er Fraktale als Ausgangspunkt für sein visuelles Schaf-
fen zu verwenden. Er arbeitete mit 3D-Bildern und versuchte 
Wissenschaft und Kunst in seinen visuellen Kompositionen zu 
vereinen.

Prof. Dr. Étienne Ghys ist Direktor Emeritus des CNRS (Centre 
Nationale de la Recherche Scientifique) und arbeitet am Institut 
für Mathematik der École Normale Supérieure in Lyon. Er hielt 
den Eröffnungsvortrag zum Thema „Knoten und Dynamik“ 
beim Internationalen Mathematik Kongress in Madrid 2006.  
Bilder dieses Vortrages wurden gemeinsam mit Jos Leys er-
stellt. Leys, Alvarez und Ghys arbeiteten außerdem gemeinsam 
an einer Serie von DVDs zur mathematischen Visualisierung. 
Teile der ersten DVD (Dimensions) und Bilder daraus sind bei  
IMAGINARY zu sehen.
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Prof. Dr. Herwig Hauser ist Professor für algebraische Geo-
metrie und Singularitätentheorie am Institut für Mathema-
tik der Universität Wien. Er arbeitet seit Jahren an Visuali-
sierungen, Filmen und Büchern für ein breites Publikum. 
Gemeinsam mit seiner Gruppe veranstaltete er Ausstel-
lungen und Vorträge zur algebraischen Visualisierung, u.a.  
wurde sein Film Zero Set beim Internationalen Mathematik 
Kongress 2006 in Madrid gezeigt.

Dr. Oliver Labs ist Mathematiker an der Universität Mainz. Seit 
Jahren beschäftigt er sich mit der Konstruktion und Visuali-
sierung singulärer algebraischer Flächen. Gemeinsam mit Co- 
Autoren hat er bereits mehrere Computerprogramme zu die-
sem Thema entwickelt, z.B. Surfex und Surfer. Oliver Labs be-
treibt außerdem ein eigenes Unternehmen namens MO-Labs, 
das mathematische Kunst, Skulpturen, Schmuck, 3D-Modelle 
und andere mathematische Objekte anbietet.

Jos Leys ist Diplom-Ingenieur. Er hatte schon immer großes 
Interesse an der Mathematik. Seine Leidenschaft gilt vor al-
lem der Erstellung mathematischer Bilder. Er koordiniert unter 
anderem die Webseite „Mathematical Imagery“ (www.josleys.
com) und gewann damit verschiedene Preise.

Prof. Dr. Richard Palais, Professor Emeritus der Brandeis 
Universität, begann früh, im Gebiet der mathematischen 
Visualisierung zu arbeiten. Er leitet ein internationales 
Team, das 3DXM Konsortium, und ist Chef-Architekt und  
Programmierer der Software 3D-XplorMath. Zur Zeit ist er am  
Institut für Mathematik der Universität Irvine in Kalifornien tä-
tig.

Prof. Dr. Ulrich Pinkall studierte Mathematik an der Universi-
tät Freiburg, wo er 1982 promovierte. Seit 1986 ist er Professor 
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für Differentialgeometrie und Visualisierung an der TU Berlin. 
Er war von 1992 bis 2003 Sprecher des Sonderforschungsbe-
reichs „Differentialgeometrie und Quantenphysik“. Seit 2004 
leitet er zusammen mit John Sullivan die Arbeitsgruppe „Ma-
thematische Visualisierung” an der TU Berlin, die auch Teil des 
DFG Forschungszentrums Matheon ist.

Uli Gaenshirt ist selbständiger Bildhauer. Er beschäftigt 
sich mit mathematischen Strukturen in der Kunst, seit 2001 
insbesondere mit der Mathematik aperiodischer Systeme 
und quasikristalliner Strukturen. Erste Ausstellungen führte 
er in den Jahren 2008 bis 2011 in Zusammenarbeit mit dem 
KOMM-Bildungsbereich in Nürnberg durch. Seine hier gezeig-
ten Ornamente schaffen auf künstlerische Weise einen Zugang 
zur besonderen Geometrie der Quasikristalle.
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